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❆❜str❛❝t

●r❛s♣✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛ t❛s❦ t❤❛t ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❤②❜r✐❞ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤❡ s②st❡♠
♠✉st ❞❡❝✐❞❡ ❜♦t❤ ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❣r❛s♣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❲❤✐❧❡ s❡❧❡❝t✐♥❣ ✇❤❡r❡ t♦ ❣r❛s♣ r❡q✉✐r❡s
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ r❡❛❝t✐✈❡❧② ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣r❛s♣✬s ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❛t r❡✢❡❝ts t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡s❡ t✇♦ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❧❡❛r♥ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ✇♦r❦ ❢♦r ❜♦t❤✳ ❆ ❤②❜r✐❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♣❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ t❛s❦✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✬s ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ s❡❧❡❝ts ✇❤❡r❡ t♦
❣r❛s♣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✉s✐♥❣ ❛ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣r✐s❡s ❛♥ ✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧❡❛r♥❡r
❛♥❞ ❛ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❣r❛s♣✐♥❣ ♠♦t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
s②st❡♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ q✉✐❝❦❧② ❧❡❛r♥ ❣♦♦❞ ❣r❛s♣s ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜②
❡①❡❝✉t✐♥❣ s♠♦♦t❤ r❡❛❝❤✐♥❣ ♠♦t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s ❣❡♦♠❡tr②✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ r♦❜♦t✳
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∗❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r
∗∗Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡❝❡✐✈❡s ❢✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✉♥✐t②✬s ❙❡✈❡♥t❤ ❋r❛♠❡✇♦r❦ Pr♦❣r❛♠♠❡ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t
♥♦✳ ■❈❚✲ ✷✹✽✷✼✸ ●❡❘❚✳

❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss❡s✿ ♦❧✐✈❡r❦r♦❅t✉❡❜✐♥❣❡♥✳♠♣❣✳❞❡ ✭❖✳❇✳ ❑r♦❡♠❡r✮✱ r❡♥❛✉❞✳❞❡tr②❅✉❧❣✳❛❝✳❜❡ ✭❘✳ ❉❡tr②✮✱
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✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘♦❜♦ts ♣♦ss❡ss ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❞♦♠❡st✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝♦✉❧❞
♣❡r❢♦r♠ ✈❛r✐♦✉s t❛s❦s s✉❝❤ ❛s t✐❞②✐♥❣ ✉♣ r♦♦♠s✱ t❛❦✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❣❛r❜❛❣❡✱ ♦r s❡r✈✐♥❣ ❞✐♥♥❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡s❡ ❝❤♦r❡s ❛r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❜❛s✐❝ ♣✐❝❦✲❛♥❞✲♣❧❛❝❡ t❛s❦✱ r♦❜♦ts st✐❧❧ str✉❣❣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡♠✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r r♦❜♦t✐❝✐sts ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ t❛s❦s ❛♥❞ ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥ts t❤❛t ❛ r♦❜♦t ♠❛② ❡♥❝♦✉♥t❡r✳ Pr❡♣❛r✐♥❣ ❛ r♦❜♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
s✐t✉❛t✐♦♥s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛s ✐t ✐s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❢♦r❡s❡❡ ❛❧❧ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r❡♣❛✲
r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ❛s ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ r♦❜♦t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡s❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡s✐❣♥ r♦❜♦ts t❤❛t ❝❛♥ ❛❞❛♣t ❛♥❞ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♦✇♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✳

●r❛s♣✐♥❣ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t❛s❦ t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✐✣❝✉❧t ❜② t❤❡
❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ▼❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r r♦❜♦t ❣r❛s♣✐♥❣✳
❊❛r❧② ✇♦r❦ ❬✻✱ ✷✹❪ ❢♦✉♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡q✉✐r❡ ♣r❡❝✐s❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❡✳❣✳✱ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✮ t❤❛t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❝❝❡s✲
s✐❜❧❡✳ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥ r♦❜♦ts ❤♦✇ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❣♦♦❞ ❣r❛s♣✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❬✸✻❪✱
❜✉t r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥♣✉t ❢r♦♠ ❛ ❤✉♠❛♥ s✉♣❡r✈✐s♦r✳ ❆❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✲
✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛✛♦r❞❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❬✸✺✱ ✷✼❪✱
❜✉t ♥♦t ♦♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❣r❛s♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜♥❞✐♥❣ ❣♦♦❞ ❣r❛s♣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ r♦❜♦t ❣r❛s♣✐♥❣ t❛s❦ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✿ (i) ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡r❡ t♦ ❣r❛s♣ t❤❡
♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ (ii) ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❣r❛s♣✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡
❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❣r❛s♣✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
✇❤❡r❡ t♦ ❣r❛s♣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t s❡ts t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❣r❛s♣ ✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣r❛s♣ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣r❛s♣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❛s ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❛t r❡✢❡❝ts t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ t❛s❦
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡r❡ t♦ ❣r❛s♣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡
❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❣r❛s♣✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡s❡ ❣r❛s♣
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② r❡❝❡✐✈❡s ❛ r❡✇❛r❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛s♣
❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❛❦❡s t❤✐s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ❣r❛s♣s✳

∗❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r
∗∗Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡❝❡✐✈❡s ❢✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✉♥✐t②✬s ❙❡✈❡♥t❤ ❋r❛♠❡✇♦r❦ Pr♦❣r❛♠♠❡ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t
♥♦✳ ■❈❚✲ ✷✹✽✷✼✸ ●❡❘❚✳

❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss❡s✿ ♦❧✐✈❡r❦r♦❅t✉❡❜✐♥❣❡♥✳♠♣❣✳❞❡ ✭❖✳❇✳ ❑r♦❡♠❡r✮✱ r❡♥❛✉❞✳❞❡tr②❅✉❧❣✳❛❝✳❜❡ ✭❘✳ ❉❡tr②✮✱
❏✉st✉s✳P✐❛t❡r❅✉❧❣✳❛❝✳❜❡ ✭❏✳ P✐❛t❡r✮✱ ❥❛♥✳♣❡t❡rs❅t✉❡❜✐♥❣❡♥✳♠♣❣✳❞❡ ✭❏✳ P❡t❡rs✮

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❙②st❡♠s ❏✉♥❡ ✷✷✱ ✷✵✶✵



✸

❆❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❘❡❛❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❜♦tt♦♠ ❧❡✈❡❧
❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❇♦t❤ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② s✉♣❡r✈✐s❡❞✴✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❲♦r❧❞ ❛♥❞ ❙✉♣❡r✈✐s♦r
❛r❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ s②st❡♠ ❡♠♣❧♦②s ❛ ❤②❜r✐❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❛t ✉s❡s r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣✱
❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ✐s ❛ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✉s❡s
t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❣r❛s♣s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❢✉t✉r❡ ❣r❛s♣s✳ ■t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t❤❛t ✐ts st❛t❡✲❛❝t✐♦♥
s♣❛❝❡ ✐s ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❬✹✷✱ ✹❪✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ✭❡✳❣✳✱
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❣r❛s♣s✮ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t
❧❡❛r♥❡r s♣❡❝✐✜❡s ❛ ❣r❛s♣ ❛s ❛ s✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❛♥❞ ♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❣r❛s♣✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

❚❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛❝t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♠♦t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐s ❜② ✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❖♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣
✐s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ♠♦t♦r ♣r✐♠✐t✐✈❡
✭❉▼P✮ ❬✶✹✱ ✸✼❪✳ ❚❤✐s ♣♦❧✐❝② ✐s ❛❞❛♣t❡❞✱ ✐♥ ❛ t❛s❦ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛♥♥❡r✱ t♦ t❤❡ ❣r❛s♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❡❝✐✜❡❞
❜② t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉▼P ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❛t t❛❦❡s
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ s❝❡♥❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② t❤❡
r♦❜♦t✱ ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡✇❛r❞ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤②❜r✐❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ■t ✉s❡s ✐ts ♦✇♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t♦ q✉✐❝❦❧②
❝♦♥✈❡r❣❡ ♦♥ ❣♦♦❞ ❣r❛s♣✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣r❛s♣✐♥❣ ♠♦t✐♦♥s ❛r❡ t❛✉❣❤t ❜② ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛s♣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❤②❜r✐❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥❡r✬s ❛❝t✐♦♥✲r❡✇❛r❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❧❡❛r♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❣r❛s♣✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛s♣ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐♥ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡
❧❡❛r♥❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r♦❜♦t ♣❧❛t❢♦r♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

✷✳ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❆❝t✐✈❡ ▲❡❛r♥❡r

❚❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❤♦♦s❡s ✇❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♥❡①t ❣r❛s♣✱ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s
t❤❡ ❣r❛s♣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜②
t❤❡ ❣r❛s♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② ✐♥❢❛♥ts ❬✷✽✱ ✷✾✱ ✸✸❪✱ r❡q✉✐r✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧✐tt❧❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞
♠❛❦✐♥❣ ❢❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❨♦✉♥❣ ✐♥❢❛♥ts ❤❛✈❡ ❛ ❣r❛s♣ r❡✢❡① t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ ❝r✉❞❡❧② ❣r❛s♣



✹

♦❜❥❡❝ts ❬✷✽❪✳ ❚❤❡② ❧❡❛r♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ❣r❛s♣s t❤r♦✉❣❤ tr✐❛❧ ❛♥❞ ❡rr♦r✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❧❛t❡r ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❣r✐♣s✳ ❚❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈✐s✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ❣r❛s♣ r❡✢❡①✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛s♣s ♠❛② ❜❡ ❝r✉❞❡✱ ❜✉t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡
♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❝❛♥ ❧❡❛r♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❣r❛s♣s✳

❚♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧♦✇✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛t❡ ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❜❡✐♥❣ ❣r❛s♣❡❞✱ ❛♥❞
❧❡❛r♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ r♦❜♦t✬s ❣r❛s♣s ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ r❡♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ②♦✉♥❣ ✐♥❢❛♥t ❬✷✽❪✱ ❧❡❛r♥✐♥❣
t♦ ❣r❛s♣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❝♦♥t❡①t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❛s❦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐t ❤❛s
❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❤❛♥❣✐♥❣ ♦♥ ❛ str✐♥❣✱ ❜♦t❤ t❤❡ r♦❜♦t
❛♥❞ ✐♥❢❛♥t ✇♦✉❧❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❛t ❣r❛s♣✐♥❣ ✐t ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s
♦♥ ❛ t❛❜❧❡ ❬✷✽❪✳ ❚❤❡ r♦❜♦t ✇✐❧❧ ❛ss✐❣♥ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞ t♦ t❤❡ ❣r❛s♣ t❤❛t r❡✢❡❝ts ❜♦t❤ s✐t✉❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❤♦✇ ♦❢t❡♥ ✐t ❤❛s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❡❛❝❤✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ r♦❜♦t ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❛♥ ❡①✲
❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣r❛s♣✐♥❣ t❛s❦ ✐♥ ❛ ❝❧✉tt❡r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥❢❛♥t✲❧✐❦❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ r♦❜♦t
❤❛s ♥♦ ✈✐s✐♦♥✲❣r❛s♣ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ■♥❢❛♥ts ✉♥❞❡r
♥✐♥❡ ♠♦♥t❤s ❞♦ ♥♦t ♦r✐❡♥t❛t❡ t❤❡✐r ❤❛♥❞s t♦ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ♣❛rts ❬✸✸❪✳ ❚❤❡ r♦❜♦t ❛❧s♦
❞♦❡s ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ ❝✉♣✬s
❤❛♥❞❧❡ ✇✐❧❧ ✐♠♣❧② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❤❛♥❞ ❛s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t ✇✐❧❧ tr② ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✜♥❞ ♦♥❡ t❤❛t ✐s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞
❢♦r ✐t✳ ❍❡♥❝❡✱ s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞♦ ♥♦t
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ❡✳❣✳✱ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❯❧✲
t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❤✐❣❤❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❛ ✇✐❞❡
r❛♥❣❡ ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❣r❛s♣s
❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❬✷✻✱ ✷✵❪✱ ♦r ♠❛♣♣✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐✲
s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❣r❛s♣s ❬✸✻❪✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛❞✉❧t ❤✉♠❛♥
❣r❛s♣✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤✉s r❡q✉✐r❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ q✉✐❝❦❧② t♦ ❤✐❣❤ r❡✇❛r❞✐♥❣ ❣r❛s♣ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥
♦❢ ❣♦♦❞ ❣r❛s♣✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇✱ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡tt❡r✱ ♦♥❡s✳ ❋r♦♠ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦❢ ❣r❛s♣s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐ts ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶❪✳

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ n✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐t
♣r♦❜❧❡♠ ❬✹✷❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠✉st ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❣❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❝t✐♦♥s✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❣r❛s♣ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞
t❤❡ r❡✇❛r❞ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤✐s ❣r❛s♣✳

❚♦ ❞❛t❡✱ ♠♦st ♠❡t❤♦❞s ❬✸✱ ✶✽❪ t❤❛t s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❋♦r ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✱ s✉❝❤ ❛s r♦❜♦t ❣r❛s♣✐♥❣✱ ❛♥② ❞✐s❝r❡t❡
s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✇✐❧❧ s❝❛❧❡ ❜❛❞❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✏❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✑ ❬✹❪✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧
r❡s✉❧t ✐♥ ✉♥♥❛t✉r❛❧ ❜♦r❞❡rs ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❛♠♣❧❡✲
❜❛s❡❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥❡r t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞s ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭●P❘✮ ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❡❛r♥❡r t❤❡♥ s❡❛r❝❤❡s
❢♦r t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❣r❛s♣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♥❡①t✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ▼❡❛♥✲s❤✐❢t ❬✾❪✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ●❛✉ss✐❛♥ ❇❛♥❞✐ts ✭❈●❇✮✱ ❛♥❞ ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r s❡❝t✐♦♥s ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥❡r ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♣♦❧✐❝② ✭❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱ ❤♦✇ t❤❡ ❧❡❛r♥❡r s❡❧❡❝ts t❤❡ ♥❡①t



✷✳✶ ❯♣♣❡r ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❇♦✉♥❞ P♦❧✐❝② ✺

❣r❛s♣ ✭❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡✇❛r❞ ♠♦❞❡❧
✭❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✹ ❛♥❞ ✷✳✺✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥❡r ❛s ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

✷✳✶✳ ❯♣♣❡r ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❇♦✉♥❞ P♦❧✐❝②

❈❤♦♦s✐♥❣ ✇❤❡r❡ t♦ ❣r❛s♣ ❛ ♥♦✈❡❧ ♦❜❥❡❝t s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✲❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤✐s ❞✐❧❡♠♠❛ ✐s t❤❡ n✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐ts ♣r♦❜❧❡♠✱
✇❤❡r❡✐♥ ❛♥ ❛❣❡♥t ♠✉st r❡♣❡❛t❡❞❧② ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ n ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ r❡✇❛r❞✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ str❛t❡❣✐❡s ❬✹✷❪ ❛r❡ ✉♣♣❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞ ✭❯❈❇✮ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❯❈❇ ♣♦❧✐❝✐❡s ❬✹✷✱ ✷❪✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ t✇♦
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞ µ ❢♦r t❛❦✐♥❣ t❤❛t ❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞ ±σ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣
t❤❡ r❛♥❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛♥ r❡✇❛r❞ ✐s✳ ❇♦t❤ µ ❛♥❞ σ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❤♦✇ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡
❛❝t✐♦♥ ✐s✳ ❆ ❤✐❣❤ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞ µ ✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣ r❡✇❛r❞s✱
✇❤✐❧❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞ σ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❣♦♦❞ ❢♦r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣
t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ σ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ str✉❝t✉r❡❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t❤❛♥ r❡❣✉❧❛r r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣♦❧✐❝✐❡s
✭❡✳❣✳✱ ǫ✲❣r❡❡❞② ❬✹✷❪✮✳ ❯❈❇ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r❜♦✉♥❞
♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❣r❡t t❤❛t s❝❛❧❡s ♦♥❧② ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s ❬✷❪✳

❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞ µ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r❛❧❧✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡ µ+ σ t❤❡ ♠❡r✐t ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✳ ❆ ❯❈❇ ♣♦❧✐❝② ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝ts
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♠❡r✐t ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❬✷❪✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ ❯❈❇ ♣♦❧✐❝② ♦♣t✐♠✐st✐❝❛❧❧②
❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❜❡st✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤✉s ♦♥❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ❦♥♦✇s
t❤❛t ♥♦ ♦t❤❡r ❛❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r✳

❆❞❛♣t✐♥❣ ❛ ❯❈❇ ♣♦❧✐❝② t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐ts r❡q✉✐r❡s ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t s❝❛❧❡s t♦
t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ♦❢ ❣r❛s♣✐♥❣ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦
❝r❡❛t❡ ❛ s❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ σ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ µ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✷✳✷✳ ❊①♣❡❝t❡❞ ❘❡✇❛r❞ ❛♥❞ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ❘❡❣r❡ss✐♦♥

▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳ ❆ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡s❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐s ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭●P❘✮ ❬✸✷❪✳

❘❛t❤❡r t❤❛♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥♣✉ts t♦ s♣❡❝✐✜❝ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s✱ ●P❘ r❡t✉r♥s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞s✳ ❚❤✐s ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ♠❡❛♥ µ(x) ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ(x)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞✳ ❚❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t µ(x) ❛♥❞ σ(x) ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝♦r♣♦✲
r❛t❡ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧❡s✳ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✈❡r② ❛❞❛♣t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ❢❡✇ ❝♦♥str❛✐♥ts
♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ●P❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛ ♣r✐♦r t❤❛t ❦❡❡♣s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜♦✉♥❞❡❞
✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❞❛t❛✳ ❯♥❡①♣❧♦r❡❞ r❡❣✐♦♥s ✇✐❧❧ t❤✉s ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞ σ(x) ❛♥❞ s♠❛❧❧
❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞s µ(x)✳ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐❧❧ s❤✐❢t µ(x) t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞
r❡✇❛r❞ ❛t x✱ ❜✉t ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞ σ(x)✳

❲❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧s k (x,y) = σ2
a exp(−0.5(x − y)T W(x − y)) ✇❤❡r❡ W

✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ✇✐❞t❤s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σa ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✱
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

❋♦r ❣r❛s♣✐♥❣✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs x ∈ R
6 ❛♥❞ y ∈ R

6 ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ t❤r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❣r❛s♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳
❲♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ r❡♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ r❡♦r✐❡♥t❛t❡❞ ✐♥



✷✳✸ ❯❈❇ P♦❧✐❝② ❢♦r ●P❘ ▼♦❞❡❧ ✻

t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ ✇✐t❤♦✉t ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❣r❛s♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣r❛s♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞
t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❛♣✐❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r
♠♦t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ x✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❯❈❇ ♣♦❧✐❝② ✇✐❧❧ ❜❛s❡ ✐ts ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ M (x) = µ(x) + σ(x),
✇❤❡r❡ µ (x) ❛♥❞ σ (x) ❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t ❣r❛s♣ x r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
st❛♥❞❛r❞ ●P❘ ♠♦❞❡❧ ❬✸✷❪ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ µ✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✱ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✱ ❛r❡

µ (x) = k (x,Y)
T (

K + σ2
sI
)

−1
t,

σ (x) =
√

σ2 (x) =

√

k (x,x) − k (x,Y)
T

(K + σ2
sI)

−1
k (x,Y),

✇❤❡r❡ [K]i,j = k(yi,yj) ✐s t❤❡ ●r❛♠ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✈❡❝t♦r k ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ❛s [k(x,Y)]j =
k(x,yj)✱ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r σ2

s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ N ♣r❡✈✐♦✉s ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡
st♦r❡❞ ✐♥ Y = [y1, . . . ,yn] ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡✇❛r❞s t = [t1, . . . , tn]✳

❇♦t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s✱ ❣✐✈✐♥❣

µ (x) =
∑N

j=1k
(

x,yj

)

αj ,

σ2 (x) = k (x,x) −
∑N

i=1

∑N

j=1k
′
(

x, 0.5
(

yi + yj

))

γij ,

✇❤❡r❡ k′ (x,y) = σ2
a exp(−(x−y)T W(x−y))✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s αj = [(K+σ2

sI)
−1t]j

❛♥❞ γij = [(K + σ2
sI)

−1]i,j exp(−0.25(yi − yj)
T W(yi − yj))✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✉♣♣❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s

σ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❯❈❇ ♣♦❧✐❝✐❡s ❬✹✹❪✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ ●P❘ ❬✼❪✳
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡✇❛r❞s t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ t❡r♠ µ (x)✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

σ (x) ❛s ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥
❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐ts ✐♥ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✱ ✇❤❡r❡✐♥ ●P❘ ✇❛s ✉s❡❞ t♦
s❤❛r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❜❛♥❞✐ts ❬✹✵❪✳

❍❛✈✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ ❛ ❯❈❇ ♣♦❧✐❝② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ●P❘ ♠❡r✐t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣♦❧✐❝② ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✷✳✸✳ ❯❈❇ P♦❧✐❝② ❢♦r ●P❘ ▼♦❞❡❧

●✐✈❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❯❈❇ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ r❡q✉✐r❡s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠❡r✐t✳ ❊①❡❝✉t✐♥❣ t❤✐s ❣r❛s♣✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❣r❡❛t❡st
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✇❛r❞ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠❛①✐♠❛ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❬✸✷❪✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❬✸✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ s❡t
♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❣r❛s♣s✳ ❙✉❝❤ s❡ts ♦❢ ❣r❛s♣s ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ♠❛♥② ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♥❡❛r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✱ t❤❡ ♠❡r✐t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❣r❛s♣ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r♦❜♦t ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ❣r❛s♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠❡r✐t✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ♠❡❛♥✲s❤✐❢t ❬✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ▼❡❛♥✲s❤✐❢t ❝♦♥✈❡r❣❡s ♦♥t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❛♣♣❧②✐♥❣

xn+1 =

∑N

j=1 yjk
(

xn,yj

)

∑N

j=1 k
(

xn,yj

)
, ✭✶✮



✷✳✹ ▲♦❝❛❧ ▼❛①✐♠❛ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ●P❘ ✼

✇❤❡r❡ k(xn,yj) ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ yj ❛r❡ t❤❡ N ♣r❡✈✐♦✉s❧② t❡st❡❞ ♠❛①✐♠❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛s
❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈✐❛ ❛ s♠♦♦t❤ tr❛❥❡❝t♦r② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❢♦r ♠❡❛♥✲s❤✐❢t ❬✾❪✳ ❚♦
✜♥❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✱ ♠❡❛♥✲s❤✐❢t ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ ✉♣❞❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✳
❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❬✷✸❪✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿

❈♦♥t✐♥✉✉♠ ●❛✉ss✐❛♥ ❇❛♥❞✐ts ✭❈●❇✮
■♥✐t✐❛❧✐③❡✿

❙t♦r❡ N ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ Y ❛♥❞ t

▲♦♦♣✿
❈❛❧❝✉❧❛t❡ α ❛♥❞ γ
M❜❡st = 0
❢♦r j = 1 t♦ N

xo = yj

✇❤✐❧❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡❞
❈❛❧❝✉❧❛t❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣ s

xn+1 = s + xn

❡♥❞

✐❢ M(x) > M❜❡st

x❜❡st = xn

M❜❡st = M(x❜❡st)
❡♥❞

❡♥❞

❆tt❡♠♣t ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ x❜❡st

❙t♦r❡ r❡s✉❧ts ✐♥ yN+1 ❛♥❞ tN+1

N = N + 1

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♠❡r✐t
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ●P❘✱ ❛♥❞ ✜♥❞s ❛ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧
♠❛①✐♠❛ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ♠❡r✐t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ st♦r❡❞✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❣r❛s♣✐♥❣ ✐s t❤❛t
❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❣r❛s♣ ❛tt❡♠♣ts ❛r❡ ❧♦❝❛❧❧② r❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
t❤❡ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❜❡st ♦❢
t❤❡s❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❣r❛s♣s t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡✳

▼❡❛♥✲s❤✐❢t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞
❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
αj ❛♥❞ γi,j ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❬✾❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ✭✶✮ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✱ ♥♦r ❝❛♥
✇❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t❡❞ ♠❛①✐♠❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ♦♥❧②
❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦✉♥❞ ♠❛①✐♠❛ ✐❢ ✐t ✐s ✐s♦❧❛t❡❞
❢r♦♠ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧❡s ❜② r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧♦✇ ♠❡r✐t✳

❆s ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ ♦✉r r❡❣r❡ss✐♦♥
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛ ♥❡✇ ✉♣❞❛t❡ st❡♣ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✇❤✐❝❤
♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s ✉♣♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ♦✉r
♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✷✳✹✳ ▲♦❝❛❧ ▼❛①✐♠❛ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ●P❘

●✐✈❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ t❤❡ ♠❡r✐t ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ M (x) =

∑N

j=1k(x,yj)αj +
√

k (x,x) −∑N

i=1

∑N

j=1k
′

(

x, 0.5
(

yi + yj

))

γij ✳ ❚♦ ✉s❡

t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡r✐t ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✱ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞
t❤❛t ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✉♣❞❛t❡
r✉❧❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡r✐t ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡r✐t✬s s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡❀ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡

xn+1 =
∂xµ+ ∂xσ

q (µ) + q(σ2)√
p(σ2)

+ xn = s + xn, ✭✷✮

✇❤❡r❡ ∂xµ =
∑N

j=1 W
(

yj − xn

)

k
(

xn,yj

)

αj ❛♥❞

∂xσ =
N
∑

i=1

N
∑

j=1

2

σ
γijW

(

yi + yj

2
− xn

)

k′
(

x,
yi + yj

2

)

.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ q(·) r❡t✉r♥s ❛ ❧♦❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✇✐t❤✐♥
t❤❡ xn t♦ xn+1 r❛♥❣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ p(·) r❡t✉r♥s ❛ ❧♦❝❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✳

❚❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛❧✐t✐❡s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳
❚❤❡ r✉❧❡ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧s ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✜♥✐t❡
q (µ) ❛♥❞ q (v)✱ ❛♥❞ ❛♥② r❡❛❧ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛ r❡❛❧ ♥♦♥✲③❡r♦

√

p (v)✳



✷✳✺ ▼♦❞❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ✽

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ ✇❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ xn+1 ✈❛❧✉❡s t♦
❝♦♥s✐❞❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ st❡♣ s✐③❡ m > 0✱ ✇❤❡r❡ st❡♣s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡s
♠✉st ❜❡ tr✉♥❝❛t❡❞❀ ✐✳❡✳✱ ‖xn+1 − xn‖ ≤ m✳ ❍❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ q (µ)✱ q (v)✱ ❛♥❞
p (v) ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ µ ❛♥❞ v ✇❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠s ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s✳ ●✐✈❡♥ ❛
❧✐♥❡❛r s✉♠✱ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ q (µ)✱ q (v)✱ ❛♥❞ p (v)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❡❛❝❤
●❛✉ss✐❛♥✱ ✐✳❡✳✱

qm

(

∑

N
j=1k

(

x,yj

)

αj

)

≤
∑

N
j=1qm

(

k
(

x,yj

)

αj

)

.

❆s ●❛✉ss✐❛♥s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② t❡♥❞ t♦ ③❡r♦ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♠❡❛♥✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛♥
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ q (µ) ❛♥❞ q (v)✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥❀ ✐✳❡✳✱

‖∂2
xk
(

x,yj

)

‖ < σ2
a exp

(

−(x − yj)
T W(x − yj)/6

)

,

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳
❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ st❡♣ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡

♠♦❞❡s ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ O(N3)✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡①❛❝t ●P❘ ♠❡t❤♦❞s ❬✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t② s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s❝❛❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
●P❘ ♠❡t❤♦❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤r❡❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❡rs
♦r ●P❯s ❛s ❛♥ ❛♥②t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❆s s❤♦✇♥✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s q✉✐t❡ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞s ✉s✐♥❣ ●P❘✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❛r❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♥❡①t✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❞❛t❛ s♦✉r❝❡s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡s✐❣♥✳

✷✳✺✳ ▼♦❞❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s

❍❛✈✐♥❣ s♣❡❝✐✜❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❛ ●P❘ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ▲②❛♣✉♥♦✈✬s
❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② t♦ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥ts✳
❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡r✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
s②st❡♠ st❛t❡s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡r✐t ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❧② ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡✳

❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡r✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② M(xn+1) −M(xn)✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ u ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ xn ❛♥❞ xn+1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t g = ∂xM (xn)✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❧✐♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s

g − ‖x− xn‖u ≤ ∂xM (x) ≤ g + ‖x− xn‖u.

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ g ≥ 0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ xn+1 ≥ xn✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠❡r✐t ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

M (xn+1) −M (xn) =
´ xn+1

xn

∂xM (x) dx ≥
´ xn+1

xn

g − (x− xn)u dx.
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❚❤✐s t❡r♠ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡❣r❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ③❡r♦❀ ✐✳❡✱ g− (xn+1 − xn)u = 0✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ s = xn+1 − xn = u−1g✱ ❛s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡
✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ x ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❡r✐t t❤✉s ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✉♥❧❡ss t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ③❡r♦ ♦r u ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳ ❆ ③❡r♦ ❣r❛❞✐❡♥t
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ u ✐s ✜♥✐t❡ ❢♦r ❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧
●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t ♠❛② ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t
❛t ✐♥✜♥✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ❢♦r ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❛t ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ s②st❡♠ ❛ss✉♠❡s t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ✇✐❧❧ s❤✐❢t t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ r❛t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s t❤❡♥ ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ❛ ③❡r♦ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥
❡❛s✐❧② ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❝❛♥♥♦t s❤✐❢t s✐❣♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣✱ ❛♥❞ t❤✉s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ♥♦t ♦✈❡rs❤♦♦t ♥♦r
♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ xn+1 = u−1g + xn t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t✳
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❍❛✈✐♥❣ ❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥❡r✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s
❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♣r✐♦r t❛s❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❤❡❧♣
r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ ❤♦✇ ❛ ❝❤✐❧❞ ❧❡❛r♥s ❛ ♥❡✇ t❛s❦ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ♣❛r❡♥t ❜❡❢♦r❡ tr②✐♥❣ ✐t t❤❡♠s❡❧✈❡s ❬✷✽❪✱
❛ r♦❜♦t ❝❛♥ ✉s❡ ❤✉♠❛♥ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥s ♦❢ ❣♦♦❞ ❣r❛s♣s t♦ ❞❡✜♥❡ ✐ts st❛rt✐♥❣ s❡❛r❝❤ r❡❣✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ❣r❛s♣s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r♦❜♦t ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳

●P❘ ♠❛❦❡s ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛✐r❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ■❢ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❞❛t❛ ❤❛s
❛ r❡✇❛r❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐t✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ■❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ s✉❣❣❡st❡❞
❜② t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ♦♥❧② ❧♦✇ r❡✇❛r❞s✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛r❡❛s
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡r✐t ✐s st✐❧❧ ❤✐❣❤ ❞✉❡ t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❞❡✜♥❡s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❛r❝❤ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ s♦❢t
❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ♠♦✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σa ♦❢ t❤❡ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡s ❤♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ✐♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣
t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s❀ ✐✳❡✳✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ♠♦r❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧
❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ r❡✇❛r❞s ✐♥ t❤❡ ❣r❛s♣✐♥❣ t❛s❦ s❡t
t♦ ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0 t♦ 1✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❡t t♦ 0.75 t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇
❢♦r ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❚❤❡ r♦❜♦t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ s❡❛r❝❤ r❡❣✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✼✱ ✶✵✱ ❛♥❞ ✷✺ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
❣r❛s♣s ❢♦r t❤❡ ❜♦①✱ ✇❛t❡r✐♥❣ ❝❛♥✱ ❛♥❞ ♣❛❞❞❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs W ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
❦❡r♥❡❧ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ■t t❛❦❡s t❤❡ r❡✇❛r❞s ♦❢ ❣r❛s♣s✱
t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞✱ ♦♣t✐♦♥❛❧❧②✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛s ✐♥♣✉ts✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ♥❡①t ❣r❛s♣
❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❛tt❡♠♣t✳ ❚❤✐s ❣r❛s♣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❛ss❡❞ t♦ t❤❡ r♦❜♦t ✈✐❛ ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤
❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛s♣✐♥❣ ♠♦t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✸✳ ▲♦✇ ▲❡✈❡❧ ❘❡❛❝t✐✈❡ ■♠✐t❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧❧❡r

❲❤✐❧❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r s❡❧❡❝t❡❞ ❣r❛s♣ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛s♣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❣❡rs✬ ♠♦t✐♦♥s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡
s②st❡♠ ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧✱ ❛s t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❣r❛s♣s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❣❡r
♠♦t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❛ ♣r♦❝❡ss ❦♥♦✇♥ ❛s ♣r❡s❤❛♣✐♥❣✳ ❚❤❡



✶✵

r♦❜♦t✬s ♠♦t✐♦♥s ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ❤✉♠❛♥ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡
t❤❡ ❣r❛s♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥❡r ❛♥❞ t❤❡ s❝❡♥❡ ❣❡♦♠❡tr② ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❣r❛s♣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ r❡❧② ♦♥ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ s❡♥s♦rs
✭❡✳❣✳✱ ❧❛s❡r s❝❛♥♥❡r✱ ❊❘❋■❉✮ t♦ ❣❡t ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t ❬✷✻✱ ✹✺❪✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❧❡♥❣t❤② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣❤❛s❡s ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✺❪✳ ❲❡ r❡str✐❝t t❤❡ r♦❜♦t t♦
♦♥❧② ✉s✐♥❣ st❡r❡♦ ❝❛♠❡r❛s✱ ❛♥❞ ❛ ❢❛st r❡❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❬✸✾❪✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❞❡♥s❡❧② s❛♠♣❧✐♥❣ s❡♥s♦rs s✉❝❤ ❛s t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ❝❛♠❡r❛s ❛♥❞ ❧❛s❡r r❛♥❣❡ ✜♥❞❡rs ❛r❡
❢❛✈♦r❡❞ ❢♦r r❡❛❝t✐✈❡ ♦❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❬✶✼❪✱ t❤❡ s♣❛rs❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠s ❤❛s
❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♣✉r♣♦s❡s ❬✸✹✱ ✷✷❪✳ ❘♦❜♦t ❣r❛s♣✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❝♦❛rs❡ ♦❜❥❡❝t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦✈❡❧ ♦❜❥❡❝ts ❬✹✸✱ ✷✺✱ ✸✵✱ ✽❪✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♥s♦r ❛rr❛②s ✇❤❡♥ ✐♥ ❝❧♦s❡
♣r♦①✐♠✐t② t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❬✶✷✱ ✹✶❪✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ t♦ ❣r❛s♣ ♦❜❥❡❝ts ✐s ❛❧s♦ ♦❢t❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✹✸✱
✷✵❪ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠❛♥② ✈✐rt✉❛❧ ❣r❛s♣ ❛tt❡♠♣ts ♦♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ r❡❧✐❡s ♦♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❣r❛s♣s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❤❛✈✐♥❣
❛❝❝✉r❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t ♠♦❞❡❧s✳

❋♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❡♥s♦r✲❜❛s❡❞ r♦❜♦t ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❛t ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❤✉♠❛♥
✐♥s♣✐r❡❞ ♠♦t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r❡s❤❛♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞✱ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❛♥❞
♦❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❯♥❧✐❦❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱
✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ s♣❛rs❡ ✈✐s✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✉s❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞s ❬✸✾❪✱ ✇❤✐❝❤ tr❡❛t t❤❡ r♦❜♦t✬s st❛t❡ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡
✐♥ ❛ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞❀ ✐✳❡✳ t❤❡ r♦❜♦t ✐s ❛ttr❛❝t❡❞ t♦ ❛ ❣♦❛❧ st❛t❡✱ ❛♥❞ r❡♣❡❧❧❡❞ ❢r♦♠ ♦❜st❛❝❧❡s✳

❚❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ✜❡❧❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❣r❛s♣ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ♠♦t♦r ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✭❉▼P✮ ❬✶✸✱ ✸✼❪ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤❡ ❉▼Ps ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ♣❛ss✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s❀ ✐✳❡✳✱

ÿ = αz(βzτ
−2(g − y) − τ−1ẏ) + aτ−2f(x), ✭✸✮

✇❤❡r❡ αz ❛♥❞ βz ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ τ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ a ✐s ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ f(x) ✐s
❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ g ✐s t❤❡ ❣♦❛❧ ❢♦r t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈ [0, 1] ✐s t❤❡ st❛t❡ ♦❢
❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ẋ = −τx✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s ❛ s❤❛r❡❞ ❝❧♦❝❦ ❛♠♦♥❣st ❞✐✛❡r❡♥t ❉▼Ps❀ ✐✳❡✳ ✐t ❡♥s✉r❡s
t❤❛t t❤❡ ✜♥❣❡r ❛♥❞ ❛r♠ ♠♦t✐♦♥s ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r
r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❣♦❛❧ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

f (x) =

∑M

j=1 ψj (x)wjx
∑M

i=1 ψi (x)
,

✇❤❡r❡ ψ(x) ❛r❡ M ●❛✉ss✐❛♥ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ w ❛r❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts w ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜②
✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❬✶✸✱ ✶✹❪✳ ❚❤❡ ❉▼Ps tr❡❛t t❤❡ ❣♦❛❧ st❛t❡ g
❛s ❛♥ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤✐s st❛t❡ ✐s ❛❧✇❛②s r❡❛❝❤❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ❝❛♣❛❜✐❧✐t②
t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ t❛s❦✲s♣❡❝✐✜❝ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡
❧❡❛r♥❡r✬s ❣r❛s♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤✐s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❣♦❛❧s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ r❡♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ r❡♦r✐❡♥t❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r♦❜♦t✬s ✇♦r❦s♣❛❝❡✳

▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✬s ✈✐s✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛✉❣♠❡♥t
t❤❡ ❛ttr❛❝t♦r ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❡tr❛❝t♦r ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ s❝❡♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
✐♥ ✸❉✱ ✇♦r❦ ❛t ❛ ✜♥❡ s❝❛❧❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡t❛✐❧s✱ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❝❡♥❡s s♣❛rs❡❧② t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ♣❡r t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ❊❛r❧② ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❱✐s✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢
P✉❣❡❛✉❧t ❡t ❛❧✳ ❬✸✶✱ ✶✶❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✮ ❢✉❧✜❧❧s t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❡❞❣❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❧♦❝❛❧✐③❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t❡s t❤❡s❡ ❡❞❣❡s ✐♥ ✸❉ s♣❛❝❡ ❬✷✶❪✱



✸✳✶ ❆ttr❛❝t♦r ❋✐❡❧❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ▼♦t♦r Pr✐♠✐t✐✈❡s ✭❉▼Ps✮ ✶✶

❊❈❱❉ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❝❡♥❡

❊❈❱ ❉❡s❝r✐♣t♦rs ❙❝❡♥❡ ❛♥❞ ❍❛♥❞

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ ❧❡❢t ✐♠❛❣❡ s❤♦✇s t❤❡ ❊❈❱❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♣❛❞❞❧❡ ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡
❣r❛s♣❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❝❧✉tt❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ✜♥❣❡r ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ✜♥❣❡r ✐♥ t❤❡
✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ x✲y✲z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❣❡r✱
✇✐t❤ z ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛❧♠✱ ❛♥❞ y ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❣❡r✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡❞ ❊❈❱❉ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❣♥✐✜❡s t❤❡ jt❤

❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ✇✐t❤ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t vj = (vjx, vjy , vjz)T ✱ ❛♥❞ ❡❞❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ej = (ejx, ejy , ejz)T ♦❢ ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❣❡r t✐♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② p = (px, py , pz)T ✳

✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❦♥♦✇♥ ❛s ❡❛r❧② ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✭❊❈❱❉✮ ❬✸✶❪✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛
❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠❛❧❧ ❊❈❱❉s✱ ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ♦❜❥❡❝t✴s❝❡♥❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❊❈❱❉
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❬✶✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ❊❈❱❉s ♦❢
t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❝❡♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❆s ❛ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r s✉♣♣❧✐❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② t❤❛t
t❤❡ ✉♣♣❡r❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞✐❢②✳ ❚❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ♦❜❥❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❛♥ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r
q✉✐❝❦ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❡❛t❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❛❞❛♣t✐✈❡✳
❇② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡✇❛r❞s ❢♦r ❣r❛s♣s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥❡r ✜♥❞s
❜♦t❤ ❣♦♦❞ ❣r❛s♣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛t❝❤✐♥❣ ❣r❛s♣ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❉▼Ps ❢♦r ❣r❛s♣✐♥❣✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❊❈❱❉ ❜❛s❡❞ ❞❡tr❛❝t♦r ✜❡❧❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

✸✳✶✳ ❆ttr❛❝t♦r ❋✐❡❧❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ▼♦t♦r Pr✐♠✐t✐✈❡s ✭❉▼Ps✮

●❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛s♣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ❛ttr❛❝t♦r ✜❡❧❞ ❛s ❛ ❉▼P✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡s
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ♥♦ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡s❡
❉▼Ps ❛r❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳

❚❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❣r❛s♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❣✐✈❡s t❤❡ ❣♦❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡
✜♥❣❡rs✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❊❈❱❉s✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜♥❣❡r ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ✜rst ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛
❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❝♦♥t❛❝t ♣❧❛♥❡ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ✜♥❣❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ❚❤❡
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s st❡♣ ✐s t♦ ❣❡t t❤❡ ✜♥❣❡rs ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s s✉r❢❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r❡s❤❛♣✐♥❣ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r
♠♦r❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞✉r✐♥❣ ❣r❛s♣✐♥❣✳ ■t ✐s ♥♦t ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❢❡r ❡①❛❝t s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦r
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣r❛s♣ ✐s s✉✐t❛❜❧❡✳ ■❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❣r❛s♣✐♥❣✱ ❛ ❧♦✇ r❡✇❛r❞ ✇✐❧❧
❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐❧❧ ❛❞❛♣t ✐ts ♣♦❧✐❝② ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

❆ ❝♦♥t❛❝t ♣❧❛♥❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜♥❣❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ it❤ ❊❈❱❉ ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② wi = exp(−σ−2

x v2
ix − σ−2

y v2
iy − σ−2

z v2
iz)✱ ✇❤❡r❡ σx✱ σy✱

❛♥❞ σz ❛r❡ ❧❡♥❣t❤ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t r❡✢❡❝t t❤❡ ✜♥❣❡r✬s ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✇✐❞t❤✱ ❛♥❞ vi ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡



✸✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❡❞ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ▼♦t♦r Pr✐♠✐t✐✈❡s ❢♦r ●r❛s♣✐♥❣ ✶✷

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇s t❤❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s ❢♦r t❤❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ❉▼Ps✳
❚❤❡ ❛①❡s Xw✲Yw✲Zw ❛r❡ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠✱ ❛♥❞ Xp✲Yp✲Zp ✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❉▼P ✐s s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢
t❤❡ ❉▼P ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❧✐♥❡✱ st❛rt✐♥❣
❛t ♣♦✐♥t s✱ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛t ♣♦✐♥t ❣✳ Xp ✐s
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞✱
t❤❡ ❛rr♦✇ a✳ ❚❤❡ ❛①✐s Yp ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦
Xp✱ ❛♥❞ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❢r♦♠ s t♦✇❛r❞s g✳

❊❈❱❉ ✐♥ t❤❡ ✜♥❣❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ Z ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❣❡r s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡✲
❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛s ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡
✷❉ X✲Y s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ X✲Y ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② φ = (

∑N

i=1 wi)
−1
∑N

i=1 wi arctan(eiy/eix)✱
✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ❛♥❞ ei ✐s t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ it❤ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ Y ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜♥❣❡rt✐♣ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

p̃y =

∑N

i=1(wiviy − tan(φ)wivix)
∑N

i=1 wi

,

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❥♦✐♥t ❛♥❣❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ s❡❧❡❝ts t❤❡
❣♦❛❧ ♣♦st✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❣❡rs ✐♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❛♥♥❡r✱
✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s ❣❡♦♠❡tr② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❣r❛s♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥❡r✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠✬s ❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥❡r ✐♥❞✐r❡❝t❧② s❡❧❡❝ts t❤❡
♣♦st✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❣❡rs t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡❛❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ❞❡✜♥❡s t❤❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❣r❛s♣✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ▼❛♥② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ tr❛✐ts ♦❢ ❤✉♠❛♥
♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♠♦♦t❤ ♠♦t✐♦♥s ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♦✈❡rs❤♦♦ts ❢♦r ♦❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❬✶✻✱ ✶✺✱ ✷✾❪✱ ❝❛♥
❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ r♦❜♦t t❤r♦✉❣❤ ✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❣r❛s♣✐♥❣ ♠♦t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡❞
❛ ❱■❈❖◆ ♠♦t✐♦♥ tr❛❝❦✐♥❣ s②st❡♠ t♦ r❡❝♦r❞ ❤✉♠❛♥ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ ❛ ❣r❛s♣✐♥❣ t❛s❦✳ ❚❤❡ ❣r❛s♣❡❞
♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❡ r♦❜♦t✬s✳ ❱■❈❖◆ ♠❛r❦❡rs ✇❡r❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡❞ ❛t t❤❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ ✜♥❣❡r
t✐♣s✳ ❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ s②st❡♠ s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❤✉♠❛♥✬s ♠♦t✐♦♥s✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ q✱ ✈❡❧♦❝✐t② q̇✱ ❛♥❞
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ q̈ ❞❛t❛✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡s✬ t✐♠❡ st❛♠♣s✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts wi ♦❢ t❤❡ ❉▼P ❛r❡ t❤❡♥
❣✐✈❡♥ ❜②

wi =

(

T
∑

k=1

ψi (xk)x2
k

)−1
T
∑

j=1

ψi (xj)xj

(

τ2q̈j − αz(βz(g − qj) − τ1q̇j)
)

a−1,

✇❤❡r❡ xj ✐s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❥t❤ t✐♠❡ st❛♠♣✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❛♥❞ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❉▼Ps ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ■❥s♣❡❡rt✬s ♣❛♣❡r ❬✶✹❪✳ ❆s t❤❡ r❡❛❝❤✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❛s❦ s♣❛❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❛r♠ ✇❛s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❉▼Ps ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧② st❛❜❧❡ ❬✸✼❪ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ st❛t❡✱ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱
✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❆❧t❡r❛t✐♦♥s ❛❞❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ♠✉st st❛② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞s
♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤✐s st❛❜✐❧✐t② ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳

✸✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❡❞ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ▼♦t♦r Pr✐♠✐t✐✈❡s ❢♦r ●r❛s♣✐♥❣

❲❤✐❧❡ ❉▼Ps ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ❛r❜✐tr❛r② ❣♦❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❣r❛s♣s✬ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
❛r❜✐tr❛r✐❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
t❤❡ st❛rt ♣♦s✐t✐♦♥ y0 ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ g ✐❢ y0 ≈ g ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss♦r t❤❛t ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❉▼Ps✬ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ tr❛♥s✲
❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ a ♦❢ ❉▼Ps✳ ❚❤❡ ❤❛s❤❡❞
❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡
s❤♦✇s t❤❡ tr❛✐♥❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❉▼P ❣♦✐♥❣ t♦ 0.05✳ ■❢
❣♦❛❧ ✐s t❤❡♥ ♣❧❛❝❡❞ ❛t 0.1 ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦
±0.075 ✭t♦♣ ❜♦✉♥❞❛r②✮✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ❣♦❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❧♦t
✉s❡s t❤❡ ♥❡✇ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ■❢ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s −0.05✱ ❛♥❞ ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ✭❧♦✇❡r r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r②✮✱ t❤❡♥ t❤❡
❞❛s❤❡❞ ❣r❡② ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥❡❣✲
❛t✐✈❡ ❣♦❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ❣r❡② tr❛❥❡❝t♦r② ✉s❡s t❤❡ ♥❡✇
❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
✇✐t❤ η = 0.25✳

❚❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ t❛s❦✲s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♦❢ ❉▼Ps✱ ♦♥❧② ❛ r♦t❛t✐♦♥ R ∈ SO(3) ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ♠♦✲
t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❧✐❡ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛rt ❛♥❞
❣♦❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛r❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ❜②
t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥❛❧ ❤❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst ♥❡✇ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛①✐s xp ✐s s❡t t♦
❜❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛s♣❀
✐✳❡✳✱ xp = −a ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞
♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ Yp ❛♥❞ Zp ❉▼Ps r❡❛❝❤
t❤❡✐r ❣♦❛❧ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ Xp ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❛①✐s✱ yp✱ ♠✉st ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ xp ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥
t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ■t ✐s s❡t t♦
yp = b−1((g− s)− xp(g− s)T xp)✱ ✇❤❡r❡ b

−1 ✐s
❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ ❛♥❞ s ❛♥❞ g ❛r❡ t❤❡ ♠♦✲
t✐♦♥✬s ✸❉ st❛rt ❛♥❞ ❣♦❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❛①✐s ✈❡❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② zp = xp × yp✳
❚❤❡ ❉▼Ps ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✲
♣r♦❝❡ss♦r ✐♥ t❤❡ Xp✲Yp✲Zp ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱
❛♥❞ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ Xw✲Yw✲Zw ✇♦r❧❞ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② RT = [xp,yp, zp]

T ✳
❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠✳ ■t ♣❧❛❝❡s t❤❡

r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥❡r✬s ❛❝t✐♦♥✲
r❡✇❛r❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❧❡❛r♥s ♣❛✐r✐♥❣s ♦❢ ❣r❛s♣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r❛s♣ ❡①❡❝✉t✐♦♥s
t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ r❡✇❛r❞s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ♠♦t✐♦♥s ✇✐t❤ r❛♥❣❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ‖y0 − g‖✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠ a = g − y0 ❬✶✸❪✱ ✇❤✐❝❤
❧❡❛❞s t♦ ♠♦t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♦✈❡r❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ g ❛♥❞ y0 ✐❢ g ≈ y0 ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡
♣r❡♣r♦❝❡ss♦r ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st s❝❛❧✐♥❣ t❡r♠✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

a = ‖η(g − y0) + (1 − η)(gT − y0T )‖ ,
✇❤❡r❡ gT ❛♥❞ y0T ❛r❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ❛♥❞ st❛rt ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ η ∈ [0, 1]
✐s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ a = g − y0✱ ❛♥❞ η ❝♦♥tr♦❧s ❤♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦
♥❡✇ ❣♦❛❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✮✳ ❇② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s
♥❡✈❡r r❡✈❡rs❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✮✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P❛r❦ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ η = 0✳ ❊①❛♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❡❛❝❤✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳

❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ❛ s✐♥❣❧❡ ❉▼P t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❧❛r❣❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ❣r❛s♣s✱ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢❡✇❡r ❉▼Ps ❛r❡s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t♦t❛❧✳ ❯s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❉▼Ps ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦r ✇♦r❦s♣❛❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❛s ✐t ❝r❡❛t❡s ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡✇❛r❞s✱



✸✳✸ ❉❡tr❛❝t♦r ❋✐❡❧❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊❈❱❉s ✶✹

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠✬s ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ❣r❛s♣ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❡♥t✐r❡ r♦❜♦t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s✐t✉❛t✐♦♥s✳

✸✳✸✳ ❉❡tr❛❝t♦r ❋✐❡❧❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊❈❱❉s

❉❡tr❛❝t♦r ✜❡❧❞s r❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❉▼Ps t♦ ❛✈♦✐❞ ♦❜st❛❝❧❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝❤✐♥❣
♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✜♥❣❡r t✐♣s ❞♦ ♥♦t ❝♦❧❧✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞✬s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❲♦r❦s♣❛❝❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ x ❛♥❞ y ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣♦✈❡r♥❡❞
❜② t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❉▼Ps✳ ❚❤❡ s❡♠✐✲
❝✐r❝❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❣♦❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇✐t❤
❞❡s✐r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡❞
❜② t❤❡ ❧✐❣❤t ❣r❛② str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❉▼P ✇❛s tr❛✐♥❡❞
♦♥ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♦♥❡✱ ❛♥❞ η = 0.25✳

❚❤❡ ❞❡tr❛❝t♦r ✜❡❧❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊❈❱❉s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t s♠❛❧❧
❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✬s ❡❞❣❡s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✸❉✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❚❤❡ ❞❡tr❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❊❈❱❉s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t s✉♣❡r✐♠♣♦s❡✱ ♥♦r s❤♦✉❧❞ t❤❡ ✜❡❧❞ st♦♣
❉▼Ps ❢r♦♠ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡✐r ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ t❤❡r❡❢♦r❡
✉s❡s ❛ ◆❛❞❛r❛②❛✲❲❛ts♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✼❪ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

ua = −v(x)
∑N

i=1 ricai
∑N

j=1 rj
,

t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞❡tr❛❝t♦r ✜❡❧❞✱ ✇❤❡r❡ ri ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t ❛s✲
s✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ it❤ ❊❈❱❉✱ s ✐s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✜❡❧❞✱ x
✐s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❉▼Ps✬ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s②st❡♠✱ cai ✐s t❤❡ ❞❡tr❛❝t✐♥❣
❢♦r❝❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ❛♥❞ s✉❜s❝r✐♣t a s♣❡❝✐✜❡s ✐❢ t❤❡ ❞❡✲
tr❛❝t♦r ✜❡❧❞ ✐s ❢♦r t❤❡ ✜♥❣❡r ♠♦t✐♦♥s ♦r t❤❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛♥ ❊❈❱❉ ❢♦r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
ri = exp(−(vi−p)Th(vi−p))✱ ✇❤❡r❡ vi ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ it❤

❊❈❱❉ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ h ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡
❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ p ✐s t❤❡ ✜♥❣❡r t✐♣ ♣♦s✐t✐♦♥✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❚❤❡ ❞❡tr❛❝t♦r ♣✉ts ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦♥
❊❈❱❉s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❣❡r✳

❚❤❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❣❡r ♠♦✈❡♠❡♥ts r❡❛❝t ❞✐✛❡r❡♥t❧② t♦ ❡❞❣❡s
❛♥❞ ❡♠♣❧♦② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ci ❢♦r t❤❡✐r r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❋♦r t❤❡ ✜♥❣❡rs✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❧♦❣✐st✐❝ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢
❡❛❝❤ ❊❈❱❉ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ(1 + exp(diσ

−2
c ))−1✱ ✇❤❡r❡ di =

∥

∥(p − vi) − ei(p − vi)
Tei

∥

∥ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❣❡r t♦ t❤❡
❡❞❣❡✱ ρ ≥ 0 ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ σc ≥ 0 ✐s ❛ ❧❡♥❣t❤ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❢♦r❝❡ ♦❢

cfi = ρ
(

1 + exp
(

diσ
−2
c

))

−2 exp
(

diσ
−2
c

)

.

❆s t❤❡ s✐❣♠♦✐❞ ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡tr❛❝t♦r ❛❧✇❛②s ❢♦r❝❡s t❤❡ ✜♥❣❡rs ♦♣❡♥ ❢✉rt❤❡r t♦
♠♦✈❡ t❤❡✐r t✐♣s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❊❈❱❉s ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡② ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡✳ ❆
s✐♠✐❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❢♦r❝❡ t❤❡ ❤❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ✇❤❡♥ ♥❡❛r ❊❈❱❉s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣
t♦ t❤❡ s❝❡♥❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳

❚❤❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ̺ exp(−0.5dT
i diσ

−2
d )✱ ✇❤❡r❡

di = (q − vi) − ei(q − vi)
Tei ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞ ❡✛❡❝t♦r ♣♦s✐t✐♦♥✱ q✱ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡✱ ❛♥❞

̺ ≥ 0 ❛♥❞ σd ≥ 0 ❛r❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ di ❣✐✈❡s ❛ ❢♦r❝❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ Y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢

chi = ̺(di.Y)σ−2
d exp(−0.5dT

i diσ
−2
d ),



✶✺

✇❤✐❝❤ t❤✉s ❛♣♣❧② ❛ r❛❞✐❛❧ ❢♦r❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳
❚❤❡ str❡♥❣t❤ ❢❛❝t♦r s(x) ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡tr❛❝t♦r

❢♦r❝❡s t❡♥❞ t♦ ③❡r♦ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♦❜str✉❝t t❤❡ ❉▼Ps ❢r♦♠ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ✐ts ❣♦❛❧
st❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡tr❛❝t♦rs ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❉▼P✳
❍❡♥❝❡✱ v(x) = (

∑M

j=1 ψj)
−1
∑M

i=1 ψiwix✱ ✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ψ ❛r❡ ✐ts
❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ w s♣❡❝✐❢② t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❤✉♠❛♥ t❡♥❞❡♥❝② t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ✸✵✪ ♦❢ ❛ ♠♦✲
t✐♦♥ ❬✶✻❪✱ t❤❡ str❡♥❣t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ v(x)✱ ✇❛s s❡t t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st str❡♥❣t❤s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✼✵✪ ♦❢
t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❛❝❤✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ✸✵✪ ❢♦r t❤❡ ✜♥❣❡r ♠♦✈❡♠❡♥ts✳ ❙❡tt✐♥❣ t❤❡
str❡♥❣t❤ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r ✐s ❛❧s♦ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥❡r✳ ❚❤❡ r❡✇❛r❞ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥❡r
❞❡♣❡♥❞s ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜♥❣❡rs✳ ■❢ t❤❡s❡ ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ ♠♦r❡ r❡♣❡❛t❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❡❛s✐❡r ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t♦ ❧❡❛r♥✳

❚❤❡ ❞❡tr❛❝t♦r ✜❡❧❞s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❣r❛s♣✐♥❣ ❛♥❞ r❡❛❝❤✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ ❛r❡
s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❉▼P ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s

ÿ =
(

αz(βzτ
−2(g − y) − τ−1ẏ) + aτ−2f(x)

)

− τ−2ua,

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❊❈❱❉ ❛♥❞ ❉▼P ❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞✳
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❊❈❱❉ ❜❛s❡❞ ❉▼Ps ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❢♦r r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥

❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ■ts ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❣r❛s♣✐♥❣
♠♦✈❡♠❡♥t ❜② ✐♠✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ r❡❛❝t✐✈❡❧② ❛❞❛♣t t❤❡s❡ ♠♦t✐♦♥s t♦ ♥❡✇ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r
s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡ t❛s❦ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

✹✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ ❜♦t❤ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ r♦❜♦t ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❡
✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮ t❡sts t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❣❛✐♥st ♦t❤❡r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❯❈❇
♣♦❧✐❝✐❡s ♦♥ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱
❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ r❡❛❧ r♦❜♦t ❣r❛s♣✐♥❣ ♥♦✈❡❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❝❧✉tt❡r❡❞
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

✹✳✶✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❯❈❇ ❆♥❛❧②s✐s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥❡r ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❈●❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✶✮ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❝❛❧❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❣r❛s♣ ❧❡❛r♥✐♥❣✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦✉r ❯❈❇ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ♦♥ ❛ ✶❉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐ts ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇❡r❡ t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✶✵✵
r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✼t❤ ♦r❞❡r s♣❧✐♥❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡✇❛r❞s ✇❡r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✉♥✐✲
❢♦r♠ ♥♦✐s❡ ♦❢ ✇✐❞t❤ ✵✳✶✱ ❜✉t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ [0, 1]✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❜❛♥❞✐ts ✇❛s ❛❧s♦ r❡str✐❝t❡❞
t♦ ❛ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇❡r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥
❛❞✈❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦❧✐❝② ✇❛s t✉♥❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ r❡✇❛r❞s✳

✹✳✶✳✶✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ▼❡t❤♦❞s

❚❤❡ t❡st❡❞ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ❯❈❇❈ ❬✸❪✱ ❈❆❇✶ ❬✶✽❪✱ ❛♥❞ ❩♦♦♠✐♥❣ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
r❡♣r❡s❡♥t st❛♥❞❛r❞ ❯❈❇ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜❛♥❞✐ts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆ ❦❡② ✐ss✉❡
❢♦r ❛♥② ♣♦❧✐❝② t❤❛t ✉s❡s ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✐s s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❜❛♥❞✐ts t♦ ✉s❡✳ ❊♠♣❧♦②✐♥❣
❛ ❝♦❛rs❡r str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❜✉t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞s ✉♣♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❡
❛❧s♦ ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ t❤✐s tr❛❞❡✲♦✛ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝②✬s s✉❝❝❡ss✳



✹✳✶ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❯❈❇ ❆♥❛❧②s✐s ✶✻

❯♣♣❡r ❈♦♥❢✐❞❡♥❝❡ ❇♦✉♥❞ P♦❧✐❝② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥
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Upper Confidence Bound Continuum (UCBC)

Continuum Armed Bandits 1 (CAB1)

Zooming Algorithm

Continuum Gaussian Bandits (CGB)

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞s ♦✈❡r ✶✵✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♠♣❛r❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡
✜❧t❡r❡❞ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❧❡♥❣t❤s✱ t❤❡ ①✲❛①✐s ✉s❡s ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✳

❚❤❡ ❯❈❇❈ ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❆✉❡r ❬✸❪ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❜❛♥❞✐ts s♣❛❝❡ ✐♥t♦ r❡❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ tr❡❛ts ❡❛❝❤
✐♥t❡r✈❛❧ ❛s ❛ ❜❛♥❞✐t ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❯❈❇ ♣♦❧✐❝②✳ ❆❢t❡r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ r❡❣✐♦♥ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❜❛♥❞✐t t♦ ❛tt❡♠♣t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s s❡ts t❤❡ ❝♦❛rs❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✇❛s t✉♥❡❞ t♦ ✶✵✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❡♥t✐r❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ t❤❡ ❈❆❇✶ ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❑❧❡✐♥❜❡r❣ ❬✶✽❪ s❡❧❡❝ts s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛s♣s ❛t
✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳ ❆ ❞✐s❝r❡t❡ ❯❈❇ ♣♦❧✐❝② ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❤♦s❡
❯❈❇✶ ❬✷❪✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ tr❛❞❡✲♦✛ ✐s ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❜② r❡s❡tt✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❛t
✜①❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❜❛♥❞✐ts✱ t❤✉s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ❜❡❝♦♠❡s ❞❡♥s❡r ❛s t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

❚❤❡ ③♦♦♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦❢ ❑❧❡✐♥❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✱ ❛❧s♦ ✉s❡s ❛ ❣r✐❞ str✉❝t✉r❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡
❜❛♥❞✐ts✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❈❆❇✶✱ t❤❡ ❣r✐❞ ✐s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞✐ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t
❛♥② t✐♠❡ ✐♥ ❤✐❣❤ r❡✇❛r❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ❆ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦❧✐❝② ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s s❡t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❜❛♥❞✐ts✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ ❈❆❇✶✱ t❤❡ ③♦♦♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ✐♥ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ r❡s❡ts ✐ts ❣r✐❞ ❛❢t❡r ✜①❡❞
♥✉♠❜❡rs ♦❢ tr✐❛❧s✳

❖✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ●❛✉ss✐❛♥ ❇❛♥❞✐ts ✭❈●❇✮ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ✹ ❡q✉✐s♣❛❝❡❞
♣♦✐♥ts✳ ❉❡♠♦♥str❛t❡❞ ❞❛t❛ ✇❛s ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢
s✉❝❤ ❞❛t❛✳ ❆❧❧ ❢♦✉r ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② r✉♥ ❢♦r ✺✺ tr✐❛❧s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❚❤❡ ❈❆❇✶✱
❯❈❇❈✱ ❛♥❞ ❩♦♦♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✶✵✵✵ tr✐❛❧s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡✐r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

✹✳✶✳✷✳ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞s ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❯❈❇ ♣♦❧✐❝✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✽✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r✉♥ t✐♠❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛❝q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛♥❞
❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✻ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦❧✐❝②✱ ❩♦♦♠✐♥❣ ✇❛s t❤❡ ♠♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦✈❡r t❤❡ ✶✵✵✵ tr✐❛❧s ❛t ❛❝❤✐❡✈✲
✐♥❣ ❤✐❣❤ r❡✇❛r❞s✱ ❛s ✐t ❛❞❛♣ts ✐ts ❣r✐❞ t♦ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ❈●❇ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡✇❛r❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ♦♥ t❤❡♠✳ ■♥ s❡✈❡r❛❧ tr❛✐❧s✱ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❤❛❞ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❡❛❦s ✇✐t❤ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ r❡✇❛r❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈●❇ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ♦♥t♦ ❜♦t❤✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❯❈❇ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡r✐t✬s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥
µ(x∗)/(µ(x∗) + σ(x∗))✱ ✇❤❡r❡ x∗ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝t✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧②



✹✳✶ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❯❈❇ ❆♥❛❧②s✐s ✶✼

❯❈❇❈ ❈❆❇✶ ❩♦♦♠ ❈●❇

▼❡❛♥ ❘❡✇❛r❞ ✵✳✻✹✶✾ ✵✳✹✾✽✼ ✵✳✻✵✻✺ ✵✳✾✶✷✷

✶❉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✹✻ µs ✹✼ µs ✷✼ µs ✷✳✾ s❡❝

✻❉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✹✳✻ s❡❝ ✻✳✼ ♠s ✺✳✻♠s ✶✼✳✻ s❡❝

✶❉ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ r✉♥ t✐♠❡ ✶✵ ♠✐♥ ✶✷ ♠✐♥ ✷✹ ♠✐♥ ✹ ♠✐♥

✻❉ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ r✉♥ t✐♠❡ ✶✳✾ ②rs ✶✳✷ ❞❛②s ✹✳✷ ❞❛②s ✷✹ ♠✐♥

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♣❡rt❛✐♥ t♦ t❤❡ ✜rst ✺✵ ❣r❛s♣ ❛tt❡♠♣ts ✐♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ✇♦✉❧❞ s❝❛❧❡ t♦ s✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✶✽✱ ✸✱ ✶✾❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s②st❡♠s
❜② tr②✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛s♣s ♦♥❝❡✳

③❡r♦ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ♣♦❧✐❝② r❡t✉r♥s t♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡✇❛r❞s✳ ❚❤❡
✾✼✳✺✪ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♠❛r❦ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❈●❇ ♣♦❧✐❝② ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛t t❤❡ ✸✸rd tr✐❛❧✳ ❆♥♦t❤❡r
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛①✐♠❛ ❢♦✉♥❞ ❜② ❈●❇✳ ❚❤❡
♣♦❧✐❝② ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ µ(x∗) ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
♠❡r✐t ✈❛❧✉❡ µ(x) + σ(x) ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ µ(x) + σ(x) t❡♥❞s t♦ µ(x) ❛s t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s
❝r✐t❡r✐❛✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛t t❤❡ ✸✼t❤ tr✐❛❧✳

❆s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r ✜①❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧②
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ❜② t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❇♦t❤ ❈❆❇✶ ❛♥❞ t❤❡ ❩♦♦♠✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♦♥t♦ t❤❡ tr✉❡ ♦♣t✐♠✉♠✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱
❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ❈●❇ ❛♥❞ ❯❈❇❈ ❡①❤✐❜✐t s✐♠✐❧❛r ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❖♥❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❈●❇ ❜❡✐♥❣ s❧♦✇❡r
✐s t❤❛t t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠❛①✐♠❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳ P❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ t❤✐s
s❡❛r❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✻❉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❈●❇ t♦ ✵✳✻✺ s❡❝♦♥❞s✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s t✐♠❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ r✉♥ t✐♠❡s✮✳ ❋♦r
t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s②st❡♠s ❜② tr②✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥✐t✐❛❧
❣r❛s♣ ♦♥❝❡✳ ◆♦t ♦♥❧② ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ❢❛st❡st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r✉♥ t✐♠❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡✶✮✱ ✐t
❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❣r❛s♣✐♥❣ ✐s ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳

❚❤❡ ❯❈❇❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜♦t❤ ❧♦♥❣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s t❤❛♥ ❈❆❇✶ ❛♥❞ t❤❡
❩♦♦♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❈❆❇✶ ❛♥❞ t❤❡ ❩♦♦♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡
❛❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡s❡ ✇♦✉❧❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❡①❤✐❜✐t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r✉♥ t✐♠❡s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❯❈❇❈✳

❚❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❈●❇ ✇✐❧❧ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ♠❡♠♦r② t❤❛♥ ❯❈❇❈ ♦♥❝❡ ✐t ❤❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ♠✐❧❧✐♦♥ ❣r❛s♣s✳
❚❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❈●❇ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ♠❡♠♦r② s❤♦✉❧❞
❜❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ t❛s❦✳

■♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞✱ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
●P❘ ✭❡✳❣✳✱ ❙♣❛rs❡ ●P ❬✸✽❪✮ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥❝✉rr❡❞
❜② s✉❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❧✐♠✐ts ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱
♠❛❦✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s s✉✐t❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦ st❛♥❞❛r❞ ●P❘✳

❯❧t✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥
❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝✉rs❡



✹✳✷ ❘♦❜♦t ●r❛s♣✐♥❣ ❚❛s❦ ✶✽

♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳

✹✳✷✳ ❘♦❜♦t ●r❛s♣✐♥❣ ❚❛s❦

❆✳ Pr❡s❤❛♣✐♥❣

❇✳ ●r❛s♣✐♥❣

❈✳ ▲✐❢t✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡s
♦❢ ❛ ❜❛s✐❝ ❣r❛s♣ ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳
✭❆✮ Pr❡s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞ ♣♦s❡s t❤❡
✜♥❣❡rs t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s ❣❡♦♠✲
❡tr②✳ ✭❇✮ ●r❛s♣✐♥❣ ❝❧♦s❡s t❤❡ t❤r❡❡
✜♥❣❡rs ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ t♦ s❡❝✉r❡
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ✭❈✮ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❧✐❢t❡❞
❛♥❞ t❤❡ ✜♥❣❡rs ❛❞❥✉st t♦ t❤❡ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛t t❤❡
❜♦tt♦♠ ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ ❝❧✉tt❡r✳

❍❛✈✐♥❣ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❇❛♥❞✐ts ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❯❈❇ ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ r♦❜♦t✐❝s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ r♦❜♦t ❣r❛s♣✐♥❣
s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ r♦❜♦t ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❞❡t❛✐❧
t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦♥❧② t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ✇❡r❡ ♥♦t
t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠ ❛s t❤❡✐r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❤✐❣❤❧②
✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧✳

✹✳✷✳✶✳ ●r❛s♣✐♥❣ ❊①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤❡ r♦❜♦t ✐s ❛ ❜❛s✐❝ ❤❛♥❞✲❡②❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ✼ ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ▼✐ts✉❜✐s❤✐ P❆✲✶✵ ❛r♠✱ ❛ ❇❛rr❡tt ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ❛ ❱✐❞❡r❡
st❡r❡♦ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ r♦❜♦t ♦♥❧② ✉s❡s s❡♥s♦rs ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ t❛s❦
❛♥❞ ❢♦r❣♦❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡ s✉❝❤ ❛s t❛❝t✐❧❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❧❛s❡r
r❛♥❣❡✜♥❞❡rs✳ ❚❤❡ r♦❜♦t✬s t❛s❦ ✇❛s t♦ ❧❡❛r♥ s❡✈❡r❛❧ ❣♦♦❞ ❣r❛s♣s ♦❢
♥♦✈❡❧ ♦❜❥❡❝ts t❤r♦✉❣❤ tr✐❛❧ ❛♥❞ ❡rr♦r✳ ❆❧❧ ❣r❛s♣s ✇❡r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥
t❤❡ r❡❛❧ r♦❜♦t ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❊❛❝❤ tr✐❛❧ ❜❡❣✐♥s ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈❡rt ❜❡t✇❡❡♥ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s✱ ❛♥❞
t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❊❈❱❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥t♦ t❤❡ s❝❡♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ st❡r❡♦ ❝❛♠❡r❛ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
t♦ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❉❡✲
tr② ❡t ❛❧✳ ❬✶✵❪✳

❚❤❡ ❈●❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♥❡①t
❣r❛s♣✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✉s❡s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡
❣r❛s♣✐♥❣ ❛❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ r♦❜♦t ❣r❛s♣s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ r♦❜♦t ❛tt❡♠♣ts
t♦ ❧✐❢t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ t❛❜❧❡✱ t❤✉s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t❛❜❧❡ ✐s
♥♦t s✉♣♣♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚r✐❛❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ r❡✇❛r❞s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ❤♦✇ ❧✐tt❧❡ t❤❡ ✜♥❣❡rs ♠♦✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ❧✐❢t✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡r❡❜②
❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❣r❛s♣s✳ ❚❤❡ r❡✇❛r❞s ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❞✉❡ t♦ ❡rr♦rs ✐♥ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✛❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳

❚❤❡ r♦❜♦t t❛s❦ ✇❛s ♠❛❞❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❝❧✉tt❡r t♦
t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ ❣r❛s♣ ❛tt❡♠♣t✱ t❤❡ ❤❛♥❞ r❡✈❡rs❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❞❡tr❛❝t♦r ✜❡❧❞s
♦r ♣r❡s❤❛♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
♦❝❝✉rr❡❞ ✐❢ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛❞ ♥♦t ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳

❚❤❡ s②st❡♠ ✇❛s r✉♥ t❤r❡❡ t✐♠❡s ♦♥ ❛ t❛❜❧❡ t❡♥♥✐s ♣❛❞❞❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s r❡♣❡❛t❛❜❧❡✳ ❚♦ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❞❛♣t t♦ ✈❛r✐♦✉s s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❛❧s♦ r✉♥ t✇✐❝❡ ♦♥
❜♦t❤ ❛ t♦② ✇❛t❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❛♥❞ ❛ ✇♦♦❞❡♥ ❜♦①✳



✹✳✷ ❘♦❜♦t ●r❛s♣✐♥❣ ❚❛s❦ ✶✾

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦ ❣r❛s♣ ❛ ♣❛❞❞❧❡ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✺✺ tr✐❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ✹✵ tr✐❛❧s ✇❡r❡
r❡q✉r✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❛♥❞ ❜♦① ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❖✈❡r❛❧❧ ✸✷✺ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛s♣ ❛tt❡♠♣ts ✇❡r❡
❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❡ s②st❡♠✳

✹✳✷✳✷✳ ❘❡s✉❧ts

❆✳ ❋❧❛t ❇✳ ❙❧❛♥t❡❞

❈✳ ❈②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❍❛♥❞❧❡ ❉✳ ❆r❝❤❡❞ ❍❛♥❞❧❡

❊✳ ❑♥♦❜ ❋✳ ❊①tr❡♠❡ P♦✐♥t

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❱❛r✐♦✉s ♣r❡s❤❛♣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❆ ❛♥❞ ❇ s❤♦✇
t❤❡ s②st❡♠ ❛❞❥✉st✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛♥❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❈ ❛♥❞ ❉
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣r❡s❤❛♣✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❤❛♥❞❧❡s✳ ❊
s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡s❤❛♣✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❞✐s❝ str✉❝t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s ❛
❞♦♦r ❦♥♦❜✱ ❛♥❞ ❣❡ts ✐ts ✜♥❣❡rs ❝❧♦s❡❧② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❋
s❤♦✇s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇❛s ♦✉t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ t✇♦ ✜♥❣❡rs✱
❜✉t st✐❧❧ ❤♦♦❦s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ♦♥❡ ✜♥❣❡r✳

❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥❡r ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
s②st❡♠ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ♦♥t♦ ❤✐❣❤✲r❡✇❛r❞✐♥❣ ❣r❛s♣
r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ tr✐❛❧s✳ ❚❤❡ ✐♠✐t❛t✐♦♥
❧❡❛r♥✐♥❣ ✇❛s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ♦♥❧②
♦♥❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉✲
♦✉s s♠♦♦t❤ ♠♦t✐♦♥s t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❊①✲
❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✜♥❣❡r ❣♦❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❚❤❡ ♣r❡s❤❛♣✐♥❣
❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥t❧② ♣❧❛❝❡❞ t❤❡ ✜♥❣❡rs ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡
♦❜❥❡❝t ❢♦r ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❣r❛s♣ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳
❚❤✐s ♣r❡s❤❛♣✐♥❣ ❣❛✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡
♦❜❥❡❝t ✇❤❡♥ ❣r❛s♣✐♥❣✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❡r r❡✲
✇❛r❞s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❣r❛s♣s
t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✮

❚❤❡ ❞❡tr❛❝t♦r ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♣r❡s❤❛♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❤❛♥❞ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❝❧✉tt❡r❡❞
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ❛ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦✳
❚❤❡ ❤❛♥❞ ❝❛♠❡ ✐♥t♦ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✉t✲
t❡r ❢♦r ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✽✳✸✪ ♦❢ t❤❡ ❣r❛s♣ ❛t✲
t❡♠♣ts✱ ❜✉t ♥❡✈❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❣❧❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥✲
t❛❝t✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥t❛❝ts ✇❡r❡ ✉s✉❛❧❧② ✇✐t❤ ✈✐s✉✲
❛❧❧② ♦❝❝✉❧❞❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤✉s
♥♦t ❢✉❧❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❊❈❱❉s✳ ❆❝❝✉♠✉✲
❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❝❡♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡
✈✐❡✇s s♦❧✈❡s t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡rs✲
✐♥❣ ♣❤❛s❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❞❡✲
❛❝t✐✈❛t❡❞✱ t❤❡ ❤❛♥❞ ❝♦❧❧✐❞❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡
♣✐❡❝❡s ♦❢ ❝❧✉tt❡r ❞✉r✐♥❣ ✽✺✳✹✪ ♦❢ t❤❡ ❛tt❡♠♣ts✳
❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥t❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✉tt❡r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❡♥✳ ❚❤❡
✜♥❣❡rs ❛❧✇❛②s ♦♣❡♥❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤♦✉t ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✐t✳

❚❤❡ r❡✇❛r❞s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ■♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ ❢♦✉♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ ❣r❛s♣s ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❛♥❞ ❜♦① ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛❞❞❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ s❡❛r❝❤ r❡❣✐♦♥ ❜❡✐♥❣ s♠❛❧❧❡r✳ ❲❤✐❧❡
❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❝q✉✐r❡❞ ❧♦✇ r❡✇❛r❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛s♣s✱ t❤❡ s♦❢t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ s②st❡♠
t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ✜♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❜❡tt❡r ❣r❛s♣s✳

❆♠♦♥❣st t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞
❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇♦r❦s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❞✐❞ ♥♦t ❥✉st q✉✐❝❦❧② ❧❡❛r♥ ❛ ❣r❛s♣❛❜❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥
♦❜❥❡❝t✱ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ q✉✐❝❦❧② ❧❡❛r♥❡❞ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ✢✉✐❞ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❣r❛s♣✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r❡s❤❛♣✐♥❣✳ ❚❤❡ s②st❡♠ t♦♦❦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛r♥❡❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t
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❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ●r❛s♣

❆✳ Pr❡s❤❛♣✐♥❣ ❇✳ ●r❛s♣✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❣r❛s♣✱ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠✬s ♣r❡s❤❛♣✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✳ ✭❆✮ ❚❤❡ ♣r❡s❤❛♣✐♥❣ ♠❛t❝❤s
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❲❤❡♥ ❣r❛s♣✐♥❣✱ t❤❡ t✇♦ ✜♥❣❡rs ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣✐♥❝❤ t❤❡ ♣❛❞❞❧❡✳ ❚❤❡ ✜♥❣❡r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t
t✉r♥s t❤❡ ♣❛❞❞❧❡ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣✐♥❝❤❡❞ ♣♦✐♥t✳ ✭❇✮ ❚❤❡ ❣r❛s♣✐♥❣ ❡♥❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛❞❞❧❡ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛❧✐❣♥❡❞
✇✐t❤ ❛❧❧ t❤r❡❡ ✜♥❣❡r t✐♣s✳

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t♦ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤❛st❡♥❡❞
❜② t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t
❧❡❛r♥❡r t♦ ❜❡ ❦❡♣t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇✱ ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❣r❛s♣✐♥❣ ♠♦t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❣r❛s♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s✿ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
✇❤❡r❡ t♦ ❣r❛s♣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❣r❛s♣✳ ❇② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡
r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❧♦♦♣✱ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ ❧❡❛r♥❡❞ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t s♦❧✈❡s ❜♦t❤ ♦❢
t❤❡s❡ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s✳

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❤②❜r✐❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❛t ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❣♦♦❞ ❣r❛s♣s ♦❢
♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦ ❛❧❧♦✇
t❤❡ r♦❜♦t t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ✐ts ♦✇♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✱ ❜✉t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠
♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ✐❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ●r❛s♣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♠✐t❛t✐♦♥
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤✐s ❤②❜r✐❞ str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❧❡❛r♥ ❜♦t❤ ❣♦♦❞ ❣r❛s♣
❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛s♣ ❡①❡❝✉t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❧♦✇✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ❜♦t❤ ✐♥
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ r♦❜♦t✳ ■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥❡r ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡✈❡r❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❯❈❇
♣♦❧✐❝✐❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐ts ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ r♦❜♦t ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❢♦✉♥❞ ❤✐❣❤❧② r❡✇❛r❞✐♥❣ ❣r❛s♣s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
♦❜❥❡❝ts✳
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❬✷❪ ❆✉❡r✱ P✳✱ ❈❡s❛✲❇✐❛♥❝❤✐✱ ◆✳✱ ❋✐s❝❤❡r✱ P✳✱ ✷✵✵✷✳ ❋✐♥✐t❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❛r♠❡❞ ❜❛♥❞✐t
♣r♦❜❧❡♠✳ ▼❛❝❤✳ ▲❡❛r♥✳ ✹✼ ✭✷✲✸✮✱ ✷✸✺✕✷✺✻✳

❬✸❪ ❆✉❡r✱ P✳✱ ❖rt♥❡r✱ ❘✳✱ ❙③❡♣❡s✈ár✐✱ ❈✳✱ ✷✵✵✼✳ ■♠♣r♦✈❡❞ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲❛r♠❡❞
❜❛♥❞✐t ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥✿ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❚❤❡♦r②✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ♣♣✳ ✹✺✹✕✹✻✽✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✇❛r❞ ♦❢ t❤❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ ❣r❛s♣s ♦✈❡r t❤❡ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r t❤❡
t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❆❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ r✉♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ❡rr♦r ❜❛rs ♦❢ ✰✴✲ t✇♦ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✉♣♣❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t②✳
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❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r r❡❞✉♥❞❛♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦rs✳ ■♥✿ Pr♦❝✳ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r✲
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